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1 Algebra

1.1 Allgemeines

1.1.1 Arabische Ziffern
1,2,3,4,5,6,7,8,9,0

1.1.2 Kardinalzahlen
12,27, 364, 50...

1.1.3 Ordinalzahlen
3.5.7.

1.1.4 Zahlenstrahl

N I I N O (N I
1 T T 1
1 23 4 56 7 8 91011 ..

1.1.5 Variabeln

1.1.5.1 Formvariabeln

a,b,c 2 Die Formvariabeln miissen beim Addieren gleich sein.

1.1.5.2 Variable

X, )z

1.1.5.3 Winkel
a, B,y
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2 Mengenlehre

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterscheidbaren Objekten. Die

einzelnen Objekte heissen Elemente der Menge.
1Ic = {x | x ist Student der Klasse 11c} beschreibend

= {U.Dere,...,S.Winter} aufzdhlend
M.Liloia e 11c M.Vogel & 11Ic

2.1.1 Mengenoperatoren

3
3!
v
A(x) = B(x)
A(x) & B(x)
A(x) & B((x)

1<>CDO>An®™n

es existiert, Partikulator

es existiert genau ein

fiir alle, Allquantor

aus Aussage A folgt Aussage B, Implikation
aus Aussage B folgt Aussage A

aus Aussage A folgt Aussage B und Umgekehrt, Aquivalenz

Element von

nicht Element von

Teilmenge von

nicht Teilmenge von
Schnittmenge von zwei Mengen
Vereinigung von Mengen
Logisches und, Konjunktion
Logisches oder, Disjunktion
(logisches) nicht, Negation

2.1.1.1 Vereinigung von Mengen:
AuB={x|xe Avxe B}

2.1.1.2 Durchschnitte von Mengen:
ANB={x|xe Arxe B}

2.1.1.3 Differenz von Mengen:

AVB={x|xe Anxe B}

Beispiel

/]

N
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2.1.1.4 Russels Anatomit / Paradoxon
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2.1.1.5 Definitionsbereich / Wertebereich

= nicht injektiv
T~

\ /

Der Definitionsbereich (D) einer Funktion ist der Bereich aller x-Werte (Argumente), fiir
welche die Vorschrift y = f(x) festgelegt ist: zB. x=1{x | x<0<x} oder [HI§

Der Funktions- oder Wertebereich (W) der Funktion ist der Bereich aller y-Werte
(Funktionswerte), welche durch die Vorschrift x — f(x) und-demfestgelegten
Pefinttionsbereteh (D) erreicht werden konnen.

2.1.1.6 Abbildungen der Menge mittels Graphen

Der Graph einer Funktion fist die Kurve, welche mit der Gleichung ¥ = f(x) durch das

Einsetzen aller Punkte aus dem Definitionsbereich entsteht. (fiir alle Punkte der Menge
M={y|y=/f(x)}

Eigenschaften von Funktionen / Abbildungen

A— B

x>y = f(x) ist injektiv, surjektiv oder bijektiv

Eine Abbildungszuordnung f:
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2.1.1.6.1 Injektiv(eineindeutig, 1 zu 1):

wenn unterschiedliche Elemente von A auch unterschiedliche Bilder haben.
Vx,,X, € Afolgt:x, #x, = f(x,) # f(X,)

f: R — R ,x—x? nicht injektiv, denn f(1) = f(-1) aber 1 # -1
g R >R x—x ist injektiv

Dies ist z.B. dann wichtig, wenn eine eindeutige Umkehrfunktion gesucht ist.

2.1.1.6.2 surjektiv:

wenn jedes Element von B ein Bildpunkt der Abbildung A ist.

Vye W = 3dxe D mit y = f(x)

Als Surjektion bezeichnet man eine Funktion in der in welcher jedem Element des
Bildbereichs mindestens ein Element des Definitionsbereichs zugeordnet ist.

f: R —R, x—x° nicht surjektiv, ran f = [0, ) # R
g: R —[0,% ),x—x* surjektiv

sin: R — R, nicht surjektiv, ran(sin) = [-1,1]
sin: R —[-1,1] ist surjektiv

2.1.1.6.3 bijektiv:

wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

[0, )—[0, ), x—x? bijektiv
ran f=[0,=)

exp: R — (0,% ), x—e” bijektiv
ran(exp) = (0, )

2.1.2 Die verschiedenen Relationen

2.1.2.1 Allgemein

Die Zweistellige Mengen Relation von A und B:
Rc AXB

Schreibweise: (x,y)€ R — xRy

Relation in A: R c Ax A= A*

Jf:4— B ist eine Relation

R=AxB={x,y|xe Bay= f(x)} (Implizite Zuordnung)

Die Menge aller Paare (x,y) mit xe 4 und ¥ € B heisst das Kartesische Produkt
(Produktmenge) von den Mengen A und B

AXB={(x,y)|xe A~nye B} In der Regel ist AXB # BXx A
Beispiel:
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A={0,1,2,...,23}

B={0,1,2,...,59}

AXx B ist die Menge aller moglichen Zeitangaben
(00:00, 00:01, 00:02...)

2.1.2.2 Elementarrelationen

2.1.2.2.1 symmetrisch:

wenn aus xRy stets yRx folgt (z.B. Bruder von...) oder die primitive Flache m x m
Eine Funktion f(x) ist symmetrisch, wenn sie injektiv und (surijektiv), also bijektiv, ist.

2.1.2.2.2 asymmetrisch:

wenn kein Paar (x,y) vertauschbar ist: d.h.(x,y)e R = (y,x)& R -> nicht egal ob {15:30}
oder {30:15} =» {14:15} vs.{15:14}

Meine Definition: Eine asymmetrische Relation ist von der Reihenfolge der einzelnen
Elemente abhéngig. z.B. Zeit, Datum...

2.1.2.2.3 antisymmetrisch(identitiv):

wenn fiir verschiedene x und y niemals xRy und yRx gleichzeitig gilt das hiesse .
xRy A yRx = x =y —>Beispiel? grosser/ kleiner als

2.1.2.2.4 reflexiv:
wenn fiir alle x gilt xRx (zB-hat-am-setbenTag-Geburtstag) besseres Beispiel:

Gleichheitsoperator

2.1.2.2.5 irrreflexiv:
wenn fiir kein x gilt XRx = nicht reflexiv = Beispiel

2.1.2.2.6 transitiv:
wenn aus xRy und yRz immer auch xRz folgt d.h. xRy A yRz = xRz (z.B. ist élter als)

Beispielsweise ist die Relation "=" reflexiv, symmetrisch und transitiv, die Relation "< transitiv,
die Relation "<" reflexiv und transitiv.
Beispiel
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M={1,2,3,4}
RcM?
R={{1,1},{1,2}{2,1}{2,4} {1,4} {3,3}}
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2.1.2.3 Spezialrelationen

2.1.2.3.1 Totale Funktion

Eine (totale) Funktion (eder-Abbidung) ist eine Relation, die jedem Element des
Definitionsbereichs genau ein Element des Wertebereichs zuordnet. Fiir partielle Funktionen
ist ,,genau ein“ durch ,,hdchstens ein“ zu ersetzen
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2.1.2.3.2 Aquivalenzrelation (<?)

R c M? heisst Aquivalenzrelation in M, wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist

Beispiel
M: die Menge aller Mensche xRy < x hat am gleichen Tag Geburtstag wie y

M =N, =1{0,123,.}
xRy < x und y haben bei der Division durch 5 den selben Rest ist eine Aquivalenzrelation

Schreibweise:
x = y(%S5)

4=19(%5)

Definition

Es sei R eine Aquivalenzrelation in M. Zwei Elemente heissen dquivalent,
X~y & xRy & yRx

Die Menge aller zum Element a € M #quivaltenten Elemente heisst Aquilvalenzklasse mit a
als Reprisentanten.

Ka={x|xe M Anx~a}

K, = {0,5,10,15,20,...}
K, ={16,11,16,21,...}
K, =1{2,71217.22,..}
K, ={3,8,13,18,23,...}
K, ={4,9,14,19,24,...}

diese 5 Mengen nennt man disjunkt d.h. K; " K; ={}Vi#j
Definition

Die vom einer Aquivalenzrelation R auf M erzeugten Aquivalenzklassen K, fiihren zu einer

Zerlegung der Menge M, der Quotientenmenge (Restsystem) M/R
M=UK < M/R

xeM
={K,|xe M}
Umgekehrt existiert zu jeder Zerlegung Z von M eine Aquivalenzrelation R, so dass M\R=Z

falls fiir die Zerlegung Z gilt:
M,,M,,M,,...€ Z mit

L)M; #{}
2)vM; =M
3.)M,’mM(/ ={}

Beispiel

ml.buzzernet.com 12/75 17.09.2014



Script Mathematik Zusammengetragen von Marc Landolt

M={a,b,3,5,*,?}

Zerlegung: Z={{a},{b,?},{3,5,*%}}

Gesucht: Aquivalenzrelation R mit Z=M/R (Quotientenmenge)
R={{a,a},{3,3},{b,b},{5,5},{*,*},{?,?},{b,‘?},{?,b},{3,5},{5,3}, {39*}9{*53}’{5’*}9{*’5}}

Ordnung der Zahlen
Definition: Eine Relation R auf M heisst Ordnungsrelation wenn R reflexiv, identitiv
(antisymmetrisch) und transitiv ist.

Zweck: Ordnungsrelationen dienen dazu, Mengen nach bestimmten Kriterien zu ,,ordnen*

Beispiel: M: Mails
xRy < x und y haben den selben Absender
xRy < x istélteralsy

xRy < x ist nicht jlinger als y

Definition: Eine Relation R auf der Menge M heisst strenge (strikte) Ordnungsrelation, wenn
diese asymmetrisch und transitiv ist

Beispiele:

1.)M: Mails
xRy < xistiélteralsy

2.)M: Druckauftrage

xRy < Druckauftrag x wird nicht vor y gedruckt.

3.) M=R
xRy & x<y

Ordnungsrelation

xRy =& x<y
strenge Ordnungsrelation

xRy < x ist mit y befreundet
xRy < xist fast gleichgut wie y (Notendiff weniger als 0,5)

Wichtige Anwendung <,=,>,=

Ordnungsbezeichnung
a<b=a+c<b+cVceR

= a—-c<b-c
a<b=a*c<b*cfirc>0
=a*c=b*cfurc=0

=a*c>b*cfurc<0
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2.1.2.4 Mengenlogik

A € B < jedes Element von A ist auch ein Element von B
A=B&S AcBABcCA
Beispiel 2e N

-2¢ N
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2.1.3 Bezeichnung von Intervallen

Abgeschlossenes Intervall: ¢ <x<b < x€[a,b]
Offenes Intervall; a <x <b < xela,b[
Halboffenes Intervall: @ < x<b < x€la,b]

2.1.4 Relationen (Funktion, Abbildung)

A und B seien zwei Mengen.
Unter einer Funktion (Abbildung) f von A und B verstehen wir eine Vorschrift die jedem

Element xe A genauein ¥ € B zuordnet

y=f(x)

2.2 Zahlenbereiche, Zahlenmengen

{} = Leere Menge

N = Natiirliche Zahlen
Z = Ganze Zahlen

Q = Rationale Zahlen
R = Reelle Zahlen

C = Complexe Zahlen

Jede der Menge ist Teilmenge der Folgenden: {}cNcZcQcRcC

2.3 Die Leere Menge

falsche Annahme: JAmit {} ¢ A = Jac Amitac {} das ist der indirekte Beweis dass:
{} =M wobei M fiir jede Menge gilt

Mengenoperationen
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2.4 Die natiirliche Zahlen N

N =1{1,2,3,4,5,...} Natiirliche Zahlen
NO = {07192535455a“-} =NuU {0} inkIUSive 0

Es gelten folgende Axiome

1. (a+b)+c=a+(b+c) Assoziativgesetz der Addition

2. (a+b)=(b+a) Kommutativgesetz der Addition

3. axb ¥) #a B c: Assoziativgesetz der Multiplikation

4. a>xb =b ¥ Kommutativgesetz der Multiplikation

5. Ixa =a X = Existenz eines neutralen Elementes 1 fiir die
Multipilkation bzw. 0 fiir die Addition

6. axb +) =a B # & Distributivitédtsgesetz

Folgende Gleichungen inX sind nicht immer in N 16sbar:

a+x=>b zB. 3+x=1

axx =b zB. 3x =5
Mit anderen Worten: die inversen Operationen der Addition und der Multiplikation sind in N
nicht definiert.
—>Bei der Multiplikation von 4 Reihen a 5 Apfel, also 455 =20 geht die Information iiber
deren Anordnung verloren. Wollen wird dies nun mit dem menschlichen Gehirn wahrnehmen,
fillt uns dies, da wieder der Natur nicht ganz einfach. Sehen wir jedoch die vier mal 5 Opfel
vor uns springt es uns ja gerade zu in die Augen, dass man diese ganz einfach unter 4 oder 5
Leuten verteilen kann. (Wahrnehmungspsychologie)
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2.5 Die ganzen Zahlen VA
Z={....—2,—1,0,1,2,..} Ganze Zahlen

Addition: abgeschlossen

Subtraktion: abgeschlossen

Multiplikation: abgeschlossen

Division: nicht abgeschlossen, es fehlen Werte

Es gelten folgende Axiome

1. (a+b)+tc=a+(b+c) Assoziativgesetz der Addtion

2 (a+b)=(b+a) Kommutativgesetz der Addition

3. a+0=a=0+a Existenz eines neutralen Elementes fiir die Addition

4 Vae Z Jdamita+a =0  Existenz eines inversen Elementes beziiglich der
Addition

5. (axb) ¥ = (k ck Assoziativgesetz der Multiplikation

6. ax = Kommutativgesetz der Multiplikation

7. Ixa =a =a X Existenz eines neutralen Elementes 1 fiir die
Multiplikation

8. axb +) =a k 4 & Distributivgesetz

&, das inverse Element von a beziiglich der Addition, wird negativ a genannt und mit —a
bezeichnet. Man sagt gewohnlich ,,minus a®.

Bemerkung: Eine Menge G, welche gegeniiber einer bindren Operation * abgeschlossen ist,
und wo die ersten vier Axiome fiir diese Operation gelten, hat eine algebraische Struktur,
welche in der Mathematik abelsche Gruppe genannt wird. (Z.+) ist damit eine abelsche
Gruppe.

a+x=>b ist immer l6sbar fiir ¥, jedoch nicht axx =b: 2xx =l ist in Z nicht 16sbar.
Bemerkung: N ist eine Teilmenge von Z. N c Z
Um in einer Menge zu operieren, wo die Gleichung, wo die Gleichung axx =b (fiira #0)

immer 16sbar ist (d.h. wo die inverse Operation der Multiplikation definiert ist), muss Z
erweitert werden.
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2.6 Die rationalen Zahlen Q

0 ={§\( pe¢)nlge ¢\ 0}} TODO: REPAIR BROKEN LINK

Q={x!x:§,(pe¢)/\(qe¥} oder Q={§‘(pe¢)/\(qe¢\{0}}
. 6 - . . S .
Die Zahlen —, 3 und —— sind verschiedene Elemente von Q. Sie sind dquivalent (,,gleich®).

4 -16

Es gelten folgende Axiome

1. (a+b)+c=a+(b+c) Assoziativgesetz der Addtion

2. (a+b)y=(b+a) Kommutativgesetz der Addition

3. a+0=a=0+a Existenz eines neutralen Elementes fiir die
Addition

4, Vae Zdamita+ad =0 Existenz eines inversen Elementes beziiglich der
Addition

5. (a>b) 8 = (B cX Assoziativgesetz der Multiplikation

6. ax = Kommutativgesetz der Multiplikation

7. Ixa =a =a X Existenz eines neutralen Elementes 1 fiir die
Multiplikation

8. axb +) =a B # o Distributivgesetz

9. Vae ™ mitq#0 3! Panit Jba =|  Existenz eines inversen Elements fiir die
Multiplikation

Also im sogenannten Korper der rationalen Zahlen konnen alle Divisionen durchgefiihrt
werden mit einer wichtigen Ausnahme: die Division durch 0 ist und bleibt unausfiihrbar.

Es fehlen die irrationalen Zahlen den ¢ =2 ist in Q nicht losbar, anders gesagt /2 ist auf
dem Zahlenstrahl zwischen zwei rationalen Zahlen:

1. x sei eine gekiirzte rationale Zahl, also x =§ mit gg7(p,q) =1

2

x* =2 daraus folgt 5—2 =2

formt man den Term nach p? um erhilt man p® =2¢* was bedeutet p* ist gerade

ist p? gerade ist auch p gerade

daraus folgt, es gibt eine Zahl, me Z mit p=2m rechnen wir zuriick gibt das fiir

p2=4m2

6. setzen wir nun die beiden Gleichungen p° =2¢° und p’=4m’ gleich erhalten wir fiir
¢’=2m’ womit ¢’ und somit auch ¢ eine gerade Zahl sein muss

7. somit sind p und ¢ beide durch 2 teilbar, dies steht aber in Wiederspruch zu Punkt 1,

denn p und q miissten mit gg7(p,q) ja eigentlich teilerfremd sein.

i S
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- Somit gibt es einen weiteren Zahlenbereich dem Zahlenstrahl, der durch die rationalen
Zahlen nicht dargestellt werden kann, wir erginzen den Zahlenstrahl mit den irrationalen
Zahlen und bekommen eine neue Menge: die reellen Zahlen
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2.7 Die reellen Zahlen R

Die reellen Zahlen konnen im Rechner nicht exakt dargestellt werden, sie werden mit
Rekursionsgleichungen durch rationale Zahlen (beliebig gut) approximiert:

x, =1
er—l == xn +—
2 x,
3 2
X, = 7= 15 (x,)” =225
X, zi_z —1.4166... (x,)? = 2,00694...
577
X, ="——=1,414215... (x,)* =2,0000060...
408
x, = 009857 _ 41421356... (x5)*= 2,000000000 ...
470832
X6 =

Addition: abgeschlossen

Subtraktion: abgeschlossen

Multiplikation: abgeschlossen

Division: ausser durch 0 sind alle durchfiihrbar.

Radizieren: ausser durch negative Zahlen sind alle durchfiihrbar, fiir die Wurzel einer
negativen Zahl miissen wir auf die komplexen Zahlen zuriickgreifen
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2.7.1 Addition

@ﬂnme Stﬁ'nme
4+7= 11
AT
Summand

Es gilt, Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetz, Neutrales Element

2.7.2 Subtraktion

Kommutativ- und Assoziativgesetz gilt nicht
0 ist neutrales Element

lﬁ{f‘erenz Di[ﬁ'erenz
4 —'7\: 11

X Subtrahend
Minuend

2.7.2.1 Giinstiges Rechnen
50c-16¢-32¢c-18c+27¢

=50c+27 -16¢c  -32c¢-18c¢
=T77c -16¢c  -50c
=T77c¢c -66¢

=llc

2.7.2.2 Klammern

Klammern regeln die Vorfahrt
5-(+2)=5-2=3

-Bei positiven Klammern bleiben die Rechen- und Vorzeichen unverandert

85+(15+70)=(85+15)+70

-Bei negativen Klammern dndern sich bei allen Gliedern die Vorzeichen

a-(b-c)=a-b+c
a-(b+c)=a-b-c
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2.7.2.3 Rechnen mit verschachtelten Klammern

Von innen nach aussen

a-{b-(ct+d)-[a+(b-c)]}
a-{b-c-d-[atb-c]}
a-{b-c-d-a-b+c}
a-b+c+d+atb-c

2a+d

2.7.3 Multiplikation

toarrte 444

5-4=20

Pﬂodukt Pr qdukt

a- yi c
X i Faktoren

Multiplikand
Multiplikator

a-b=ab

2-3!

3-a=3a
3-(a+b)=3a+b)

Es gilt: Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetz, Neutrales Element

2.7.3.1 Das Vorzeichen

3-(-3]=-9
(+3)-(+4)=3-4=12 2-(-3)=-6
3 a9 4ot | 1=
(=3)-(—4)=+12=12 /m 0-(-3]=0

~1-3)=3
2.7.4 Die zuletzt durchgefiihrte Operation bestimmt die Art térAufgabe

I)mn+uv  Addition
2) m-(uv) Multiplikation
3)mu+v Addition
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2.7.4.1 Multiplikation von Summen (Trimone)

(x+3)(x+4) =x*+Tx + 12

die umgekehrte Richtung ist meist komplizierter
x*+9x+20 (x +4)(x +5)

Vorgehen:

(x +a) (x +b) =x*+ax + bx + ab = x> + x(atb) + ab

x>+ 9x + 20

1-20 - Summe (a+b) =21
2+ 10 = Summe (a+tb) =12
4- 5= Summe (atb)= 9

Am schnellsten findet man die alle moglichen Kombinationen von Faktoren durch
Primfaktorzerlegung

210/2=105
105/5=21
21/7=3

3

Somit kommen die Primfaktoren 2, 3, 5, 7 vor und damit lassen sich folgende Faktoren
erstellen:

Tao=1{1,2,3,5,6,7,10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105, 210}

2.7.4.2 Summen als Faktoren

(a+b)(c+l) = acta+bc+b
und auch umgekehrt
ac+a+ b+ bc=

a(ctl)+b(ctl)=
(a+b) (c+1)
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2.7.5 Division

1595 :319 =
1595 -319-319-319 ...

%«m’ent
a: i _ %— 7Zihler
b

'\
X Divisor

Dividend

Nenner

Wichtig:
Die Division durch 0 ist nicht erlaubt (definiert)

%a,be O;b#0 oder be {0}

1 1 11

AT R R ¥ h
5°3°2°5 Stambriiche

4 3 2 7

e T s T s T h B i h
5°2°3°9 echte Briiche

1 1 1 1

1—1—,1—.1— ischte Zahl
51317013 gemischte Zahlen
2 5 7 .
T°1°71 Scheinbriiche
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2.7.5.1 Teilbarkeitzregeln

Eine Zahl ist durch 2 teilbar, wenn die letzte Ziffer durch 2 teilbar ist

Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn die letzten 2 Ziffern durch 4 teilbar sind.

Eine Zahl ist durch 8 teilbar, wenn die letzten 3 Ziffern durch 8 teilbar sind.

Eine Zahl ist durch 5 teilbar, wenn die letzte Ziffer eine null oder eine 5 ist.

Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn die Quersumme durch 3 teilbar ist. (Dreierprobe)

Eine Zahl ist durch 6 teilbar, wenn die Quersumme durch 3 teilbar ist und die letzte Ziffer
durch 2 teilbar ist.

Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn die Quersumme durch 9 teilbar ist. (Neuenrprobe)

Eine Zahl ist durch 11 teilbar, wenn die alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist.

Man addiert die Ziffern der Zahl von links nach rechts mit

wechselndem Vorzeichen, beginnend mit +, falls die Zahl eine

ungerade Anzahl von Ziffern hat, andernfalls mit als alternierende Quersumme.
Ist das Ergebnis grofBer als 10, so bilde man erneut den Elferrest.

78 612 hatman7-8+6-1+2=6

2.7.6 Primzahl

Def.: Eine Zahl die nur durch 1 und durch sich selbst teilbar ist nennt man Primzahl. Die Zahl
1 ist keine Primzahl.

Die Primzahlen kommen weiter oben weniger vor.

2.7.6.1 Das Sieb des Eratosthenes

W N — = N

Bild 1: Sieb des Eratosthenes

Man geht beginnend bei 2 und streicht der reihe nach alle vielfache der aktuellen Zahl bis
man am Ende des Siebes angelangt ist.
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2.7.7 Primfaktorzerlegung

24 >2223=2"-3
63 23:3-7=3"-7
124 >2-2-31=2°-31

Tis=1{2,4, 31,62, 124}

2.7.8 Finden der Teiler (Ty)

Bei der Primfaktoren ist es noch relativ leicht, man findet bei 124 leicht alle Teiler:
Tis={2,4, 31, 62, 124}

Bei vier wird es bereits komplizierter, aber durch Kombination aller Primfaktoren erhdlt man
die moglichen Teiler, bei vielen Primfaktoren wird das ganze uniibersichtlich und es empfiehlt
sich die Primfaktoren als Baum (siehe néchste Seite) darzustellen. So lassen sich der Reihe
nach alle Produkte bilden. So finden wir alle Losungen und zweitens sehen alle doppelten
Losungen:

z.B.  alle schraffierten sind 42
alle griinen sind 210 und somit die urspriingliche Zahl (Somit kann man die unterste
Zeile im Prinzip auch streichen)
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(D1

|0 6 g 5 15 1 3

16} ololo 16161 010l 16

Bild 2: Methode um die Teiler zu finden ohne dabei Fehler zu machen

5

@ @

D@ ®
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2.7.8.1 Grosster gemeinsamer Teiler ggT(a,b)

Unter dem grossten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen verstehen wir die grosste Zahl, durch
welche man beide ohne Rest teilen kann.

Zuerst werden beide Zahlen in Primfaktoren zerlegt, danach nimmt man die Primfaktoren die
in beiden Zahlen vorkommen nach unten. Kommen Primfaktoren in beiden Zahlen mehrmals
vor diirfen sie mehrmals nach unten genommen werden, jedoch nur so oft, wie sie in der Zahl
mit weniger dieser Primfaktoren vorkommt

ggT(84,56)
84= 22 3 7
56= 222 7
22 7 =2*¥)*] =28

goT(84,56)=28

Weiterfiihrende Literatur: der ggT ldsst sich auch mit Hilfe des (modernen) Euklidschen
Algorithmus berechnen, dies kommt vor allem dann zu Zuge, wenn man den ggT mit Hilfe
eines Computers berechnen will. Noch moderner wird der ggT mit dem erweiterten
Euklidschen Algorithmus berechnet.

Euklidscher Algorithmus:

ggT(a,b) = ggT(b,r) wobei fiir r und q gilt: a=qb+r
pseudocode nach C64 Basic

10 a=45, b=20

20 r=a%b

30 a=b

40 b=r

50 if b<>0 goto 10

60 PRINT a

2.7.8.2 Kleinstes gemeinsames Vielfaches kgV(a,b)

Unter dem kleinsten gemeinsamen vielfachen zweier Zahlen verstehen wir die Zahl die sich
durch beide anderen ohne Rest teilen ladsst

Zuerst werden beide Zahlen wieder in Primfaktoren zerlegt, danach nimmt man von beiden
Zahlen von jedem Primfaktor so viele, wie es in der mit mehr dieser Sorte hat. Also jeden
Primfaktor in der hochst vorkommenden Potenz.

keV(42,56)
2= 2 3 7
56= 222 7
222 3 7 = 2%D¥D3%7 = |68

kgV(42, 56) = 168
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Beziehung zwischen kgV und ggT
kgV(a,b) und ggT(a,b) stehen in folgender Beziehung:

kgV(a,b) - ggT(a,b) = a'b

a-b

oo . - kgV(a,b)=——"F" —
somit liesse sich der kgV(a,b) auch folgendermassen berechen: gV(a,b) 2aT(a.b)

2.7.8.3 Anwendung von kgV und ggT
2.7.9 kgV(a,b)

Der kgV(a,b) wird zum gleichnamig machen von Briichen gebraucht:

Das kgV(Nenner;,Nenner;) entspricht dem Hauptenenner der beiden Briiche haben die beiden
Briichedanach den selben Nenner also den Hauptnenner diirfen sie von einander addiert und
subtrahiert werden.

1,1 3,21 5 /1
?opo3 26 6 6/6

kgV (2-3)=6

2.710 ggT(a,b)

Das ggT(Zahler,Nenner) wird zum kiirzen von Briichen gebraucht, man kann Z&hler und
Nenner jeweils durch den ggT der beiden teilen und erhilt so einen gekiirzten Burch

26:13 2

39:13 3

% = ggT(26,39) =13 =
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2.7.11Rechnen mit Briichen

2.7.11.1 Addition und Subtraktion

Briiche werden addiert bzw. subtrahiert, in dem man ihre Nenner mit Hilfe des kgV
gleichnamig macht, und den jeweiligen Zahler mit dem Quotienten des kgV und dem
vorherigen Nenner multipliziert.

x'[kgV(a,b)) y‘(kgV(a,b))
X, y_ a + b
a b

kgV(a,b)y —  kgV(a,b)
Beispiel

o), ) :
2,1 _"19), 3 :2(1)i1(3):2_3
®nn3 9 9 9 9 9
keV (9,3)=9

2.7.11.2 Multiplikation

Zwei Briiche werden miteinander multipliziert, in dem man ihre Zdhler mit einander
Multipliziert und ihre Nenner miteinander Multipliziert.

1-1

a ¢ ac
bd b B “ia2

1 1
2 4.2 8

S

2.7.11.3 Division

Zwei Briiche werden dividiert, in dem man den ersten mit dem Kehrwert der zweiten
multipliziert bzw. jeweils den Zdhler der ersten mit dem Nenner der Zweiten und umgekehrt
multipliziert.

ac_ad oo 11 12 2 1
T b sp: 215 =1
Vorsicht, bei Mehrfachdivisionen:

a

b_9 oy erdyraihied=a s Lo 9
€ be bcd bed
d
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2.7.11.4 Kiirzen von Briichen

Sy

M-a-
b

a

9}

Spruch: Aus den Summen kiirzen die Dummen

ab+ac _a@+ac_b+ac

dies ist komplett FALSCH.
a N 1

ab+ac _a(b+c) _a(b+c)
a  a a

=b+c dies ist RICHTIG

2.7.11.5 Erweiterungsmethode fiir Formvariabeln

a a
“_ —=11-ab
b 1_{1) ja _az—ab

b 1 2
L é+l-ab b*+a
b la b

2.7.11.6 Division von Summen

Eine Summe wird dividiert, in dem man jeden Summanden dividiert

I S

1
a+bg_a by c e
x X X x Z+71
z+—
z

2.7.11.7 Spezieller Fall
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2.712 Binome

2.7.12.1 Ausklammern gemeinsamer Faktoren

2ab+2ac+2ad=2a(b+c+d)

2.7.12.2 Binomische Formeln
(a+b)’=a’+ 2ab + b’

(a-b)’=a’- 2ab + b’

(a+b) (a-b)= a’-b’

2.7.12.3 Trinomische Formel
(a+b+c)? = a’+ b*+ ’+2ab+2ac+2bc

2.7.12.4 Mehrmaliges Ausklammern
w-uv-uw-3u+3v+3w

-u(-utvtw)+3(-utv+w)

(3-u)(-u+v+w) oder besser (u-3)(u-v-w)

2.7.12.5 komplexere Binome
(+2)7 — (x-2)° a’-b’

[(+2)+ (x-2)][ (x'+2)-(x-2)] [a+b][a-b]
[ Hx][x*-x+4]
x(x+1)( x*-x+4)

2.7.12.6 Besondere Trinome
X' +2x-35 = (x+7)(x-5)
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2.713 Potenzen

2.7.13.1 Definition

P@)tenz
a n
X Fiir ae R und ne N gilt
xponent a’=1 a=a
Basis
Sonderfall ist 0° = nicht definiert, da es
durch verschiedene Anndherunges-
g 8 aag-ga n>2) gleichungen auch verschiedene Werte gibt,

n Faktoren jedoch in der Informatik (IEEE 754/C99)
wird fiir numerische Zwecke 0°=1 gesetzt.
(Quelle: Wikipedia::Potenzen)

2.7.13.2 Erweiterung des Potenzbegriffes (n€ Z)

2.7.13.3 Addieren und Subtrahieren von Potenzen
Potenzen mit gleicher Basis und gleichem Exponent diirfen addiert bzw. subtrahiert werden

‘b-a"+c-a"+d'a"=(b+c—d)a”| Xl

2.7.13.4 Multiplikation von Potenzen

Werden zwei Zahlen mit gleichen Basen aber verschiedenem Exponenten multipliziert,
werden die Exponenten addiert.

m n m+n

a -a =a

Werden zwei Zahlen mit gleiche Basen aber verschiedenem Exponenten dividiert wir der
Exponent des Divisors vom Exponent des Dividend subtrahiert.

" a’ a’ 1

- 2-2 0 2-3 -1
—=a —Z:I@a =a =1 —=
a a a a

Werden zwei Zahlen mit gleichem Exponent und verschiedener Basis multipliziert werden die
Basen miteinander multipliziert und danach mit dem gemeinsamen Exponent potenziert.

a"-b"=(a-b)"|ab" #(ab)" 2ax* =2a(x)"* 2°.3° =23 =6’

Aufpassen, bei Anfiangern wird hdufig dann das Addieren der Exponenten mit dem Addieren
von Potenzsummen durcheinander gebracht. a-x’ +5-x* = ab-x’ und nicht etwa ab—x%_

ml.buzzernet.com 34/75 17.09.2014



Script Mathematik Zusammengetragen von Marc Landolt

2.7.13.5 Division von Potenzen

Briiche mit gleichem Exponenten diirfen als Bruch mit gemeinsamem Exponenten
geschrieben werden.

a" (ay

i =(3)

2.7.13.6 Potenzierung von Potenzen # Potenzierung des Exponenten
Potenzen werden Potenziert, in dem man ihre Exponenten multipliziert.

(am)" =(an)m =q™ ¢am”

2.7.13.7 Vorzeichen an der Basis

Ist der Exponent einer negativen Basis gerade wird der Ausdruck positiv.

o =

‘(—a)z"*l =—a2"*1‘ (—a)® #-a’

(_X)anﬁ — (_1)21776 3 x2i176

(@) =(-1-a)" =(-1)" -a"

2.7.13.8 Vorsicht beim Verwechseln von Summen mit Produkten

Vergleiche (a2 +57)7 mit (a7 -567)> 11
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2.714 Wurzeln
2.7.14.1 Definition

Radix
/a

Radikant a - Va=(Va) =a| fiir a>0
Wurzelexponent

a=x<=a=x"

Gesprochen: ,,n-te Wurzel aus a“ a3z Va = (%)s .

Va ist fiir a<0 in R nicht definiert jedoch in C

2.7.14.2 Erweiterung des Wurzelbegriffs

Wurzeln kénnen auch als Potenzen geschrieben werden. Der der Kehrwert des
Wurzelexponent wird als Exponent genommen.

m

1
Ma=a" Na" =ar

m

oy e
a m m W am am
a’

aﬂ

2.7.14.3 Addieren und Subtrahieren von Wurzeln

Wurzeln mit gleichem Radikant und gleichem Wurzelexponent diirfen addiert bzw. subtrahiert
werden.

b-3a+cla+d-a=p+c—dpal

2.7.14.4 Multiplikation von Wurzeln

Wurzeln mit gleichen Wurzelexponenten werden multipliziert, in dem man das Produkt der
beiden Zahlen unter eine Wurzel schreibt. Wurzeln mit unterschiedlichem Wurzelexponenten
werden nach untenstehender Formel berechent.

11 m+n

Va-4/b=4a b Wz ta—arm =g
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2.7.14.5 Division von Wurzeln

Wurzeln mit gleichem Wurzelexponenten werden dividiert, in dem man den Bruch unter eine

gemeinsame Wurzel schreibt.
b b

2.7.14.6 Radizieren von Wurzeln

Wurzeln werden Radiziert, in dem man die Wurzelexponenten multipliziert.

1
1 RERW L
lg =l am = am —agmm ="Yq

2.7.14.7 Betrag einer reellen Zahl

Zieht man die Quadratwurzel aus einem Quadrat erhélt man den Betrag der Zahl.

furallea € R J(=3)> =]-3/=3

...bzw. der Funktion

VIS) =] /()

Beispiel
f(x)=x>—-4 (rote Kurve) m_g
F o =|x> =4 (griine Kurve) :
COMING SOON

Hohere Wurzeln aus positiven Zahlen x kann man wie jede Potenz durch Exponentialfunktion
und Logarithmus ausdriicken:

n _ 1/n _ (111(1‘:])
r=1x"'"=exp

i
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Logarithmen
Unter 1g a (oder: logi a) versteht man den Exponent, mit der man 10 potenzieren muss um a

zu erhalten. Es ist die Umkehrfunktion der Exponential Funktion was auch grafisch sehr gut
veranschaulicht werden kann in dem man diese an der Geraden y=x spiegelt.

2.7.14.8 Definition

‘logalzo‘ ‘loguazll

e

2.7.14.9 Addition von Logarithmen

‘loga(m -n)=log, m+log, n

2.7.14.10  Subtraktion von Logarithmen

log, (") = log, m ~log, n

2.7.14.11 Logarithmus einer Potenz

1
m — 1
llog, (") =m-log, n log, (") =log, ({/n) = —-log, n
m
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2.715

2.7.16

Lineare Funktion Sf(x)=alx=b)+c
Steigung: a = Ay/Ax
Verschiebung auf x-Achse: b
Verschiebung auf y-Achse: ¢
ﬂzh_y:yz_%
Ax  x,—x  Xx,—X

Achsenabschnittsform einer Geraden: z +% =1 9Bsp.,
a

Steigung gesucht
Hessesche Normalform einer Geraden x>xcos(a) +y ¥in(@)

Zwei-Punkte-Form =m  (x; #Xx,)

Betrag

Ein Betrag ist eine ,,Fallunterscheidung

a, falls a=0
—a, falls a< 0

(Firalle ae R)

1. |la—b|=|b—d
2. |la-b| =|al-|o]

3. |a:b| =|al:|p] (ohne b=0)
2.717 Betragsfunktion

v = x|

Df]=R

wlf]=1(0,e]

Uberlagerung mit linearer Funktion

y=f(x)=d|x—al|+bx+c y

Steigung:
links:

rechts: +d+b \ -
fixH ‘x‘

+d-b

a-b+c

\ Ao
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2.718 Ungleichungen

Transitivitat
[a<bAb<ch¢a<c

Addition bzw. Subtraktion von pos. und neg. Zahlen auf beiden Seiten

at+c<b+c
a<bs

a—-c<b-c

Multiplikation und Division von pos. Zahlen auf beiden Seiten

a<h ac < bc
=Jda b
omah
c ¢

Multiplikation und Division von neg. Zahlen auf beiden Seiten und Umkehren der
Ordnungsrelation

a<h ac > bc
{ ={{a b

c<0 —>-
c ¢

Betragsungleichung
Beispiel
1 2 1—x
< = <
x+1 x+3 (x+D(x+3)

Vorgehen:

alle Terme auf 1 Seite

Gleichung machen (Produk)

Kritische Punkte suchen (Zéhler oder Nenner=0)
mit Nullen vergleichen

kritische Punkte des Zahlers priifen

L={x]-3<x<-1vx>1}

Ungleichungen
Beispiel
2
1 < 2 N 1—x < (x —36)(2x—5)30
x+1" x+3  (x+D(x+3) (x> +3)

trial und error algi: anndherung an null
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in relationaler darstellung, transitiv oder 16sung als matrix
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2.719

Quadratische Gleichung / Funktion

Haben wir eine Gleichung 2. Grades, das heisst, die unabhidngige Variabel kommt in der 2.
Potenz vor x* + px+¢ =0 oder Iax2 +bx+c= O‘ konnen wir diese Gleichung mit Hilfe der
Quadratischen Gleichung l6sen, in dem wir die Parameter p und q bzw. a, b und ¢ in die

Losungsformel einsetzen.

_ —b++b? —4dac

X, , =
1,2
2a

bzw.:

Der Volistindigkeithalber hier noch rasch die Herleitung der 2. Formel (gelb):

ax’ +bx+c=0 ‘:a

bx ¢ c

Pp—4-=0 |-=

a a a
, bx ¢
D
a a

. . bx . ,
Nun nehmen wir an, dass das Glied — de eines Binoms
a

entspricht und x* dem a’

Teilen wir durch 2ab durch 2a so erhalten wir b.

Selbes gilt fiir unsere Quadratische Gleichung Also teilen wir

bx durch 2x upd grhalten so 2i fiir b des Binoms setzen wir
a a

das nun in die Binomische Formel ein (a+b)’ so erhalten wir

2 . .. .
[ <+ 2 ) rechnen wir nun zuriick sehen wir:
2a

2 2
DL (R I S
2a | 2a a 2a

2
dass wir (b) zu viel haben, deshalb zdhlen wir dies auf der
a

anderen Seite auch dazu, damit wir das Gleichheitszeichen
behalten diirfen. Danach muss man nur ein bisschen umformen
und erhilt so die Losung x; ..

Das selbe gilt fiir die p,q — Formel: Als kleine Ubung wiire es nun moglich das selbe fiir die
p-q Formel zu tun und zu sehen ob man auf das selbe Resultat kommt.

2.7.20 Parabel

& f(x)
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e x=0 - c: Schnittpunkt mit der y-Achse, d.H. jede Parabel ohne ¢ geht durch [0/0]
e y=0 - Linearfaktoren

e ausschliesslich a ist fiir die Form der Parabel verantwortlich

¢ Darstellung eines Punktes: Py(X,/y,) € p; yp=X,

e Verschiebung allgemein: -y, = f(x-x,) - Parabelscheitelform: y—Ay = (x - Ax)
e Satzvon Vieta: x* + px+q=0=(x—x)(x—x,) gilt x, %, =g, XX, =¢

—b++b* —4dac _b

® X 2a - Scheitel bei 2@ da die Parabel symmetrisch ist.
—b | \b* —4ac 2
+ vyt +2xa % A
e 2a 2a > t=—22 = . At="C
2xa M
b 4ac—b*
S(x/y)=|—--229"2
(x/) ( 2a 4a J
—b ) b* b Y b*—4ac b b> —4ac
® X, =—,r=c—as =c—— x+— | =——— 3|x+— =, [—/—
2a 4q 2a 4q° 2a 2]al
Parabelverschiebung separat
* x':a=a Substitution:  x* —3x°+2x* =0
e x':b=-2ax x'(x*=3x*+2)=0
o x'ic=ax’+r (X =-2)(x*-1)=0

= V2)x+V2)(x=Dx=1)(x+1)=0
L, ={0,~2,—/2,1,—-1}

-b c
o x, tx=— XXX =
xZ 2
o —2+?Z—2 =1 = a="4r, Brennpunkt?
a
2.7.21 Polynome

TODO: Binomialkoeffizient, Pascalsches Dreieck, etc

2.7.21.1 Horner Schema

as ar a) ao
2
Xo as Xo (a2 + a3 Xo) Xo (a1 + a2Xo0 a3 Xo”) Xo

4. Durch Addition erhilt man die zweite Zahl dann der dritten Zeile, usw

Gesucht ist der Wert des Polynoms an der Stelle x=-2 bezeichnet.
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p:=a[n];
forifromnto 1 by —1 do
p=p*x+a[i-1]
od;

Satz: Falls ein Polynom an der Stelle (x=a) den Wert Null annimmt, dann ist es durch (x-a)
ohne Rest teilbar

2.7.21.2 Signum Funktion

- X
signum: X = —
X

Dlsignm]=R\{0

1 fiirx >0

sig(x) = {— 1 fiirx < 0

2.7.21.3 Heavyside Funktion

signum(x)+1

H,:xp
2

D =R

H,(x)=H,(x—a)

1 fiirx > a
0 fiirx < a

Ho(x)z{

Rechtecksfunktion
Sixvw H(x)—H, (x)

Dif]=R0]

Graph von f:x

[sin(x))|
sin(x)
tangente in sin(x)=|1
|

aftira >0
ol =

—dfiira <

adurch sin xdndern

2.7.22 Operatoren und Konstanten

2.7.23 Summenoperator:
COMING SOON
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2.7.24 Produktoperator

Endzahl
X

n
Start

Beispiel:
6
H n=3%4%5%¢
k=3

2.7.25 Fakultats-Operator (engl. factorial):

Anzahl Permutationen von n objekten
0! =1, separat definiert
n!=n(n-1)!

2.7.25.1 Fibonacci

1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Xn=Xn-1 +xn—2
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2.7.26 Binomialkoeffizienten (engl. Binomialcoeff., n choose m)
BeispieleLotto: 6 aus 42

n_l n n_n+1
0] m—=1m| | m

(n)= n! n_ n(n—1)(n-2)..(n,)

ml(n—m)! m m!

Die Koeffizienten lassen sich auch aus dem Pascalschen Dreieck berechnen, unten ein
Pascalsches Dreieck welches mit Hilfe dieses Algorithmus auf dem Computer gerechnet
wurde. Wobei n der Zeile entspricht, beginnend bei 0 und m der ,,Spalte*

51 1.2.3.4-5 4.5

N _ _ _ ~10
Beispiel: 23 1.2.1.2. 12
1
1 1 n
DY n )
ml(n=m)!| 1
1 4 6 4 1 m

v

1 5 10 10 5 T
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
12 66 220 495 792 924 792 495 220 66 12 1
13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1

105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1

120 560 1820 4368 8008 11440 12870 11440 8008 4368 1820 560 120 16 1

680 2380 6188 12376 19448 24310 24310 19448 12376 6188 2380 680 136 17 1
816 3060 8568 18564 31824 43758 48620 43758 31824 18564 8568 3060 816 153 18 1

9 3876 11628 27132 50388 75582 92378 92378 75582 50388 27132 11628 3876 969 171 19 1

AGAE 1EENA  D0TENA  TTCAN 1DEATA 1CTALA 10ATEL 1£TALA 1AEATA TICAN DOTEA ACCAA AOGAE 114N 1nan an 1
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2.7.26.1 Polynom in Binomialdarstellung

n n k

(1+x) :kz_(;[k}-
" (o (ak) p " & i) e x
(a+Db) :; L b (a—b) :;(—1) . b

2.7.27 Modulo-Operator (%)
COMING SOON
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2.8 Naturkonstanten

2.8.1 Eulersche Zahl
= 1 ) 1
6:2’;071!:”121100 (1 +n)
2 =([1 -

n
Ly 64 . . .
nj > =2.,>55 - die Folge konvergiert bei e

Die Folge lautet (e <( + oy

n

e = lim (1 +xJ
n— oo n

Die Folge lautet (e.) = <(1 +ij > = ZX{?J ’[gjj ... die Folge konvergiert bei e*

Compi-Algi fir e, Genauigkeit abhangig von n und konvergiert
schneller als obenstehende Folgen

2.8.2 Die Zahl 1 (oder die Quadratur des Kreises)

Agypten 1850 v.Chr. ,,Moskoauer Papyrus® und 1650 v. Chr. “Papyrus Rhind” man vermutet,
dass man von wassergefiillten Zylindern und Quadern herleitete. Hierzu: die Formel fiir den
flicheninhalt war den Agyptern bekannt...
Babylonien um die selbe zeit Approximation auf n=~3
Bibel ca. 550 v.Chr und Talmud ca. 500 v.Chr

Bibel: ,,Und er machte das Meer, gegossen, von einem Rand zum anderen zehn
Ellen..., und eine Schnr von dreissig Ellen war das Mass ringsherum"
Talmud: ,,Was im Umfange drei Handbreiten hat, ist eine Hand breit.*
Indien(ca. 800 v. Chr.), Priesterhandbiicher ,,Sulba-sitras‘: 3,088326
Griechenland: Antiphon (430 v.Chr) begann Vielecke mit immer grosserer Seitenzahl einem
Kreis einzubeschreiben. Idee: Jedes Polygon ldsst sich in ein Quadrat verwandeln.
Hippias von Elis (ca, 425 v.Chr.) Quadratrix ...
Hippokrates von Chios (5. Jahrhundert v.Chr.) wies nach, das der Flacheninhalt von Kreisen
immer im selben Verhidltnis zum Quadrat des Durchmessers steht.

10 10
Archimedes (287 — 212 v. Chr.) 3+ﬁ <m< 3+%

Archimedes zerteilte einen Einheitskreis in Sektoren und legte diese jeweils abwechselnd zu
einem ,,Rechteck

von Tsu Chu'ung-Chi (430-501) und seinem Sohn:

355/113 (Sechs giiltige Stellen, also 3.14159)

Die Methode von Archipels

Dann wire die Leibnizreihe, die jedoch nur sehr sehr sehr langsam konvergiert: bei 20000
Summanden stimmen grad mal 5 Stellen (=23.1415)
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Leibnizreihe

T v (-1)'1
4_2 2n+1

n=0

Da Leibnizreihe sehr langsam ist besserer Algorithmus gesucht: COMING SOON
i

Ansatz: tan(4 j =1

Buffon’sches Problem COMING SOON

Funktionen

Koordinatensysteme

Kartesische Koordinaten

Beliebiger Punkt P(x,y)
COMING SOON

3 Matrix Rechnen TODO

Themen

Beispiel: Ermittlung zukiinftiger Spielleistungen von Teams an Hand der vergangenen Spiele.
Daten sollen auf der Basis von eigener Spielstdrke und der Stdrke der anderen Mitspieler
errechnet werden.

Gewichtung der Manschaft i mit der Starke des jeweiligen Gegners.

r,=(a,n+a,r,+...+ary)/n,i=12,...,N.

ay o1y Oy

a (04 (04
4= 21 %z 2N

Oy Oy, Oy
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4 Die komplexen Zahlen C

4.1 Erweiterung der Reellen Zahlen

Es gibt noch eine weitere Zahlenmenge: Die Menge der Komplexen Zahlen. Diese sind ein
niitzliches Werkzeug in der komplexen Wechselstromrechung. Zuerst miissen wir aber sehen,
was eine Komplexe Zahl {iberhaupt ist:

Quadratische Gleichung

Bsp:

Wir haben die Gleichunng x> —4x+13. Lisen wir sie X'+ pxtq=0

mit der Formel fiir die Quadratische Gleichung erhalten PP ’ B
wir 2++/4-13=2+/-9 =2+/9-J-1. Da die Wurzel 2T 2 ) T

aus negativen Zahlen in den Reellen Zahlen nicht | 2>, . _
definiert 1st, missen wir uns etwas einfallen lassen: Wir

. 2. . C o —b++b? -
definieren die Imaginire Einheit i = +/—1 _ ZbEVbT ~4ac
Somit erhalten wir fiir den oberen Term:

249 —1=2+/9.i=2+3.;

Xio =

2a

Definition: Als komplexe Zahl verstehen wir eine Summe aus einer reelen Zahl (x) und einer
imaginédren Zahl (y).

‘z=x+yi

C={z|z=x+yi;x,y€ R}

Die Guasssche Zahlenebene

Im(z) Im(z) Im(z) .
16 72z =
° // T ren L
T4
4 2 | r . no
@ 2 2 r =
2 r \ .z
e Re(z) % Re(z) o Re(2)
2 4 6 & 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14
Im(z)
. Zo
er'el() .
r 120
a
Z1 3
a Re(z)
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5 Limes

5.1 Was ist der Grenzwert einer Funktion

Als Grenzwert bezeichnen wir den Wert der eine Funktion bekommt wenn man sich einem
wert der nicht erlaubt ist so weit ndhert wie moglich.

z.B. — ist an der stelle 0 nicht definiert, da eine Division durch 0 nicht erlaubt ist. Wir diirfen
X

uns jedoch beliebig nahe an den Wert 0 ndhern und sehen dabei, dass wir immer grossere
Zahlen bekommen. Wir schreiben diesen Sachverhalt folgendermassen:

lim — = oo nun stellt sich noch die frage ob es — 0 oder ©° ist dies konnen wir

x—=0 x

I

folgendermassen beantworten hm_ =t
-0 x

0

09]

5.2 Rechenregeln

I

[im— =—c0

-0
x<0 X

X=X,

lim( € £9) = - tim 1))

tim( 1) £(0) = lim /(0% lim £
liml 7)) = Jim 70 ) tim £ |
hmpuq:@ﬂf“ﬂ

nl g(x) .(}i_glog(x)]

Jim 3/ £ (x) = ¢ lim £ (x

tim( /(0)" =( 1im /) |

X—>Xq

lim(afm) = a[xlinxl(’fmj

ugﬂlogalf(x))=1oga(lgn~f(x>j
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6 Differenzieren

6.1 Was ist Differenzieren

Unter Differenzieren einer Funktion f(x) /
an der Stelle x, versteht man das '
Berechnen der Steigung der Tangente an
diese Funktion im Punkt P(x, f(x)).

Man sagt diesem Grenzwert, falls P,
vorhanden, Ableitung der Funktion y=f(x) h
an der Stelle z.B. x=1:

d g /]
y'(x), /"D oder d%; 1 \_\ //

Dies geschieht folgendermassen: V

Mann nimmt einen zweiten Punkt Q in der
Nihe des Punktes P an. Dieser hat die Koordinaten xq=xpth yo=f(xp+h) Lisst man nun den
Punkt Q gegen P wandern, nihert sich die Sekante PQ immer mehr der Tangente in P.

A
Die Steigung m = Ey der Sekante(PQ) dieser Potenzfunktion ist
- +h)" —x!
Y T

6.2 Differenzieren an der Stelle x=0

Wir lassen nun den Punkt P z.B. (1,1) auf dem Graphen von x* Richtung Q(1+h,f(1+h))
Ay (+h) -1 (1+h)* -1 W +2h+1-1
h

wandern. m = — = ~————— daraus folgt lim =lim =limh+2=2
Ax h h—0 h=0 h h—=0

somit ist die Steigung der Tangente an die Kurve y=x*2.

Dies lisst sich genau so auch fiir f(x)=x?, f(x)=x"... durchfiihren. Wobei einem das Pascalsche
Dreieck niitzliche dienste erweist beim ausmultiplizieren von (1+h)".
Setzen wir g=1+h gilt ausserdem

1imw - 1imq__1 —n
h—0 h g—l1 q_l
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6.3 Allgemein

Wir driicken das nun allgemein aus:

X sei P,
Ax sei O\-P.

So ergibt 1 (x) fiir f(x)=x"

n n n—1 1 n n-2 2 n n-3 3 n n
x" + Ax + Ax® + Ax” . A" |—-x
dy Ay (x+A0)" —x" _ 1 2 3

dx Ax Ax Ax
i n n*kAxk _le n nflel_'_ n nszx2+ n n73Ax3‘”Axn
=k Rt 2 3
- Ax - Ax

= e e At + T et AR AR
1 2 3

Nun bestimmen wir den Grenzwert fiir Ax gegen 0:

im| 7 ke [ A 47 et AR A
Ax—0| ] 2 3

wir sehen leicht, dass alle Glieder bis auf das erste verschwinden

F

Auf dem Pascalschen Dreieck ist deutlich zu

sehen, dass das (n]= n ist und daraus folgt

1

nun fiir unsere Gleichung (T }t”] =

n—1
1

n-x
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6.4 Ableitungen

Auf dhnliche weise lassen sich auch die Ableitungen anderer Funktionen herleiten.

Jx) fx)
¢ = konstante 0
Xn n- xnfl
1 1
! [
x=x? —x2=—"
2 24/x
sin X COS X
COS X -sin X
tan x 1
cos? x
cotx _ 1
sin? x
arcsin x 1
1—x?
arccos X B 1
1—x2
arctan x 1
1+ x?
arccot x B 1
1+x?
e* e
a* (Ina)-a”™
In x 1
X
log. x 1
(Ina)-x
sinh x cosh x
cosh x -sinh x
tanh x 1
cosh? x
coth x 1
sinh? x
arsinh 1
x2+1
arcosh 1
x? =1
artanh x 1
1-x?
arcoth x 1
1—x?

6.5 Rechenregeln
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6.5.1 Faktorregel

Konstante Faktoren bleiben beim Differenzieren erhalten

y=C-f(x)=)y'=C-f"(x) (C: Konstante)

6.5.2 Summenregel
Bei Summen von Funktionen darf gliedweise differenziert werden

y=hH@+ L0+ [0+ () +..f,(x) =
V=11 L0+ 0+ (), (X)

6.5.3 Produkteregel

Ein Produkt von Summen y = u(x) - v(x) wird nach der Produkteregel abgeleitet

y'=u'(x) - v(x) +u(x) - v'(x)

6.5.4 Produkteregel bei drei Faktoren

d A\l \J \J
— (uwvw) =u'vw+uv'w+ uvw

6.5.5 Quotientenregel

Quotienten von Funktionen werden nach der Quotientenregel abgeleitet

_ux) o w(x) () —ux) V()
v(x) v (x)
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6.5.6 Kettenregel

Das Ableiten verketteter Funktionen ¥ = F'(u(x)) = f(x) erhilt man als Produkt der inneren

und dusseren Ableitung:

_d_y_a’y.du

1

= dx  du dx
oder anders ausgedriickt

x = h(x) = g(h(x))
S () = g(h(x))

S () =g'(g(x) - h'(x)

Beispiel:
y=+x"+x y=+Ju = u=x"+x
' lu_% ! '=4x +1
=— = u'=4x
2 NI

1

-Bx*+1) =

240x* +x

Ay _dy du_ 1 S(4x7 +1)

y_dx_du dx_2\/;

3x% +1

2% +x
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Geometrie

6.6 Grundlegende Begriffe

1) Punkte Abvel beliebiger Punkt A

A,B,C
2) Strecken a, b, c Strecken a, b, ¢
3) Strecken AB Strecke von A nach B
4) || 45| =|a||  Linge der Strecke 48 bzw. a,

zB. |e[=4cm

5) g Gerade g Gerade
6) AB AB Gerade durch die Punkte A und B
7 4B ! AR Strahl (Halbgerade) von A aus
8) Ae g A ist Punkt auf der Geraden G
9) gnh=S Die Geraden g und h schneiden sich in S
10) g1l A g ist parallel zu h
11) 4B>cCD AB ist grosser als CD
12) Lo Winkel &
13) LCAB Winkel durch C, A, B
14) £(b50) Winkel zwischen b und ¢
15) fs.v. & Freier Schenkel von &
16) 21\9 Bogen von A nach B
17) R, IB_ Rechter Winkel, 90° Winkel
18) @M, = 4B) Kreis um M mit Radius 45
19) ZaxinA—> g Gerade von Punkt A aus mit Winkel &
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Das griechische Alphabet:
aA BB I 8A  €E ¢z nH 30 kK AA  uM VN

Alpha Beta Gamma Delta Epsilon Zeta Eta Theta Jota Kappa Lambda My Ny
EX o0 =II pP oZX 1T vY o® X y¥ oQ
Xi Omikron Pi Rho Sigma  Tau Ypsilon  Phi Chi Psi Omega

6.7 Winkel

Grundkonstruktion

Ubertragen eines Winkels CAB

I.gvon A

2. & A, r=aB)K
3.gN(E)K=B’

4. ® (B,=BC )N=C’
5 AC =Za

6.7.1 Verschiedene Winkel

Spitzer Winkel 0°<a<90°
Rechter Winkel 0=90°
Stumpfer Winkel 180°<a<90°
Gestreckter Winkel 0=180°
Uberstumpfer Winkel 180°<0<360°
Vollwinkel 0=360°

Positiver Drehwinkel ist gegen den Urzeigersinn.

Erhebungswinkel = Winkel beim Beobachter der z.B. auf einen Turm hinauf blickt
Tiefenwinkel = Winkel beim Beobachter, der z.B. von einem Ballon herunter blickt
Sehwinkel = Winkel beim Beobachter in der Ebene.
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Winkel an zwei sich schneidenden Geraden

4 Winkel a, B, v, 0

Definition Nebenwinkel

Sie haben einen Schenkel und den Scheitelpunkt gemeinsam. Die freien Schenkel bilden eine
Gerade.

Du Summe zweier Nebenwinkel betrdgt 180° = 2R

Sind Nebenwinkel einander gleich so ist jeder 90°

o und Bundy yund d dund a

Definition Scheitelwinkel

Sie haben den Scheitelpunkt gemeinsam. Die Schenkel bilden paarweise eine Gerade.
o und y Bund 6

Scheitelwinkel sind einander gleich

Komplementwinkel sind Winkel die zusammen 90° ergeben

Supplementwinkel sind Winkel die zusammen 180° ergeben
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6.7.2 Winkel an geschnittene Parallelen

Stufenwinkel

Sind gleich liegende und gleich grosse Winkel:

ound o’ Bund B’ yund y’ ound &’
Wechselwinkel

Sind gleich gross

oundy’ Bund o’ yund o’ dund B’

Entgegengesetzte Winkel = Gegenwinkel (Frommenweiler)

Sind zusammen 180°

o und 6’ Bundy’ yund B’ dund o’
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6.7.3 Winkel am Dreieck

Allgemeines Dreieck

a+pB+y =180°

V="

Pty =«

Die Summe aller Innenwinkel betrdgt 180°
Die Summe aller Aussenwinkel betrigt 380°

Gleichschenkliges Dreieck

a+pB+Pp =180°

, 180°-«
p=p= >
A
(N
/
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6.8 Seiten und Winkel im Dreieck

e atb>c
Satz: Die Summe zweier Seiten ist immer grosser als die Gegeniiberliegende Seite

Satz: In jedem Dreieck ist die Differenz zweier Seiten kleiner als die dritte.

Satz: Der grosste Winkel liegt gegeniiber der ldngsten Seite

¢ Gleichheit — Ahnlichkeit — Kongruenz (Flichengleichheit)

Zwei Flichen heissen kongruent (Flachengleich) wenn sie in der Grosse und Form
iibereinstimmen.

Bei dhnlichen Dreiecken stimmt nur die Form {iberein z.B. alle die Winkel gleich sind.

6.8.1 Die vier Kongurenzsatze

Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn eine der folgenden vier Bedingungen erfiillt ist:

e Zwei Winkel der Dreiecke stimmen {iberein

e Das Verhiltnis zweier Seiten und des eingeschlossenen Winkels stimmen iiberein

¢ Das Verhéltnis zweier Seiten und der Winkel gegeniiber der ldngeren Seite stimmt {iberein
e Das Verhiltnis aller Seiten stimmt iiberein
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6.8.2 Winkel am Kreis

Zentriwinkel und Periferiewinkel

‘ Ein Peripheriewinkel ist hab so
gross wie der zugehorige
Zentriwinkel.

&

Periferienwinkel

Alle Periferienwinkel auf dem selben Kreisbogen
haben den gleichen Winkel

@ = MW= M
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Sehnentangentenwinkel

Die beiden Sehnentangentenwinkel T sind
jeweils jeder so gross wie der
dazugehorige Periferiewinkel €.

Ein tiblicher Beweis dafiir ist, dass wenn
wir die Sehne a gegen den Kreis wandern
lassen streben € und t gegen 0° und wenn
wir @ nach oben verschoben wird streben
die dre1 Winkel alle gegen 180°. Wenn wir

a auf dem Zentrum des Kreises halten
bekommen wir einen Thaleskreis mit

einem & von 90° und dem dazugehodrigen t auch mit 90°. Somit kann
angenommen werden, dass wenn 3 Punkten stimmen, dass auch alle anderen

Punkte stimme.

Sehnenviereck

Ein Viereck, dass einen Umkreis hat,
heisst  Sehnenviereck und  darin
gegeniiberliegende Winkel sind
zusammen jeweils 180°.

o+vy=180°
B+6=180°
/
ml.buzzernet.com 65/75 17.09.2014



Script Mathematik Zusammengetragen von Marc Landolt

7 Trigonometrie

7.1 Polarkoordinaten
Beliebiger Punkt: Q(r, ?)

sin(p) = 2 cos(p) =" tan(p) = %

Wobei x,y Koordinaten des Kartesischen Koordinatensystems sind und ¥ der Winkel beim
Nullpunkt ist. Dabei ist der Quadrant zu beachten und entsprechend zu berechen

7.2 Winkelfunktionen

Algorithmus: zuerst auf 360° , kiirzen* auch wegen der Prozessorregister(...) und auch wegen
und/oder Berechnungszeit, wenn kein Abbruch des Floats, danach berechnen z.B. mit dem
Sinus Algorithmus (z.B. Taylor)

HERLEITUNG!

sin(x)=sin(x ,,mod* (2m))

i(_l)n(p(n2+l)
sin(@):== ) ~ 2t
= (n2+1)
O, =k*T <@, =k*180° ke Z

TODO: Mac Laurinsche Reihe von SIN

- , (2n)
cos(Q) = Z (_1()2 :3!

n=0

TODO: Mac Laurinsche Reihe von COS
, =k*7r+%<:>% =k*180°+90 ke Z

arcsin, arccos COMING SOON

sin( Q)

tan( Q) := cos(0)

i pin—1
arctan ¢ = ——1"=r - — + S U
— dn —1

Herleitungen der Winkelfunktionen und ihre Umkehrfunktionen

Maple bzw. (fast) jeder Taschenrechner kann das, somit ist dies fiir den stolzen Besitzer eines
Taschenrechners irrelevant.

Funktionstabellen im Formelbuch (z.B. Brandenberger)
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7.2.1 Winkelfunktionen im rechtwinkligen Dreieck

Fiir Tangens und Kotangens gilt: V¢ # O

sin(@ + g) = cos(p) cos(p+ %) = -sin(@)
. T (T
sin(ar) = cos[——aj cos(ar) = sm[——a]
2 2
sin(@ —2) = —cos(¢) cos(p— ) =sin(¢)
sin(@ + m) = —sin(®) cos(@ + ) = -cos(p) y

sin(@ — ) = —sin(@) = sin(-@)  cos(¢ + %) = _sin(¢)

tan(a) = cot(% — 05] cot(ar) = tan(% —~ a]

sin(2a) = 2 sin(&) cos(x) cos(2¢a) = cos?(ear) —sin?(ex)

cos(2a) =2 cos’(a) -1

. b ¢ a
sm((x+ﬁ)=— —+—==
r r r e

S X

e
—+
-

SO

Beweis nur fiir 0° < a <90° - Complex Numbers

- sin(1017 - x)
S = Z ;
= 100

Weierstrassfunktion by Karl Weierstrass

Zitat von Weierstrass

"Es ist unmoglich, ein Mathematiker zu sein, ohne die Seele eines Dichters zu
haben"

g
g)  (a\_g+a _I g&_h_gh
h h h’ h’ a a h-a
h
1+ tan>(ar) = 1 1+ sin’(a) _ cos’(a) +sin” () _ 1
cos’(x) cos’(a) cos’ (&) tan(c)
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sin(or) cos() tan() cot(cr)
sin(x) = 1—cos?(x) tan(c) 1
1+tan2(0{) 1+C0t2(06)
cos(ar) = 1—sin?(ex) 1 cot(ct)
1+ tan?(cx) 1+ cot?( )
tan() = sin() 1—cos’(a) 1
\/1—511’12(0() COS(O:) COt(OC)
cot(ax) = 1—sin’(a) cos(a) 1
sin(c) \/1 —cos?(a) tan(cr)
1+ tan’ (&) = +
cos“ ()
1
tan’ () = —
cos ()
1 _ 2 < 2
tan>(ar) = cozs (o) _ s1n' (205)
cos“ () 1—-sin“ ()
HE’H =x*+y’ osin(a) = RAPEN cos(&) = X einsetzen
r r
Spezielle Winkel |
0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
(P 0 /6 /4 /3 /2 2n/3 3n/4 57/6 o
Sin(¢) 0 1/2 (2M/2)/12 (3M/2)/2 1 (3M/2)/12 (2M/2)2 112 0
cos(¢) 1 (3M/2)2 (2M12)12 1/2 0 -1/2 -(2M/2)/12 -(37M/2)/2 -1
tan(¢) 0 1/(3M/2) 1 3M1/2) nicht def. -37(1/2) 1 -1/(3*/2) 0
cot(¢) nicht def. 37(1/2) 1 1/(3*M/2) 0 -1/(3M/2) -1 -37(1/2) nicht def.
180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330" 360°
(P o 7m/6 Sm/4 47/3 3n/2 5n/3 /4 117t/6 2T
sin(g) 0 -1/2 -(2M/2)/12 -(3M/2)/2 -1 -(3M/2)/12 -(2M12)/2 -1/2 0
cos(¢) -1 -(3M/2)12 -(2M12)12 112 0 1/2 (2M/2)/12 (3M72)2 1
tan(¢) 0 1/(3M/2) 1 3°1/2)  nicht def. -37(1/2) -1 -1/(3*M/2) 0

cot(e) nicht def. 32(1/2) 1

1/(3*M/2) 0

-1/(3M/2) -1 -3M(1/2) nicht def.
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Eselsbriicke:
Jo 1
sin(0°) = —  sin(30°) = —
(0°) 5 (30°) 5
sin(45°)=% sin(60°) = sin<9o°)=§

7.2.2 Trigonometrischer Pythagoras

sin @ +cos’ @ =1=(£)? +(2)>
r r

7.3 Winkelfunktionen am allgemeinen Dreieck

Sinussatz
z _a b c

1 sina sin 8 N siny
r: Umkreisradius man zeichne ihn in. Spezialfall sin(90)=1

a m
n

Wie folgt(?) daraus die Winkelhalbierende im Dreieck 0 =0,= -

Fig 1: Winkelhalbierende im Dreieck
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Cosinussatz
Im allgemeinen Dreieck gilt:
x> =u’+w> —2uw-cos@

Herleitung ndere Ansatz einer Herleitung:

Fig x: sin” ¢ + cos” ¢ =1 muss hier b
Bekannt und auch hergeleitet werden.(?) g,/

N \yo) ~
x=~h+(w—d)>

= \/u2 -sin’ @ + (w—u - cos @)*

:\/u2 -sin’ @ +w” —2uw-cos@ +u’ - cos’ @

= \/u2 -(sin? @ + cos® @) + W —2uw- cos @

Mein (ich bin ja bestimm der erste..) ANSAtZ:
man nehme a, b und ¢ und wandle alles
in kartesche Koordinaten um, um danach
7 — 7| mit der Kreisgleichung aus dem
Papula (I11-96) vergleichen zu kénnen.(?)

Additionstheoreme (Herleitung1?)

sin(a + B) =sina - cos S+ cosa - sin 8

cos(ax x B)=cosa-cosf Fsin -sin
tano * tan 8

1 Ftana - tan 8

tan(a £ B) =

sin() cos(f3) 4 sin( ) cos(x)
cos(@)cos(fB) cos(x)cos(f)
cos(a)cos(B)  sin(a)sin(f3)
cos(ax)cos(fB) cos(x)cos(B)

=1—tan(x) tan(B)

tan (x) 1

sin(2$x) cos (x)”

N | —
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Kommentar: Der Erfinder dieser Gleichung muss bis zu einem bestimmten grad sadistisch
veranlagt gewesen sein.

sin(% —a—p)= sin(% —a)cos(—)
b*+c*-a’

cos(ax) = 2 bo

7.3.1 Harmonische Schwingung

Punkt P fiihrt einem Kreis eine Bewegung mit der Winkelgeschwindigkeit o: [@] = s~

=> P, fiihrt eine harmonische Schwingung aus. Die Auslenkung £, (vom Nullpunkt) liegt
bei:

y =a*sin(wt + @)

a: Amplitude

o: Kreisfrequenz, Winkelgeschwindigkeit
@ : Phasenverschiebung

t: Zeit

2
P: Periode (Schwingungsdauer) P = %

1 1 o
M = — == — :2
f: [Hz] S=>f P o 0 o

Huygenssches Prinzip
Akustik, Metall-Kristallgitter, amorphe Materialien...
(gehort allweg nicht hier hin)
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8 Niitzliche Software

8.1 Maple (Computer Algebra Software)

Mit Maple konnen diverse Aufgaben erledigt werden, unter anderem Vektoren, Matrizen,
Differential und Integral Rechnung unten ein kleines Beispiel: Ubungsblatt Bruchrechnung
Aufgabe Nummer 38.

1. Eingabe:
‘y:=(2*n—3*x)/(3*a+3)—(5*x+2*n)/(5*b—5)—x*(a+b)/((a+1)*(b—1))‘

2. Automatische Darstellung

. 2%$nK 3%x) , (5%$xC 2%$n) x$(aC b)
- O3$(aC1) K 550K 1) K(aC1)$(bK1)]

3. Aufforderung zum Vereinfachen (engl: simplify):
simplify(y);

o KiKSan 8nC 15xbC 15xaC 3na
4. Die Losung 15 (@aC 1) (bK 1)

8.2 Microsoft Visual Studio

Komplette Entwicklungslosung von Microsoft gut, aber relative teuer. Zum entwickeln von C,
C++, C# und so weiter, auch beinhaltet es einen handlichen Editor fiir HTML, XML, CSS,
ASP, SQL, ect.

8.3 Microsoft Mathtype

Erweiterter Formeleditor fiir Word, Vorsicht nach der Installation und Deinstallation der
Demoversion von Math Type lassen sich die verdnderten Formeln nicht mehr bearbeiten...
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8.4 Sharpdevelop

http:/www.sharpdevelop.net

Gratis Entwicklungsumgebung fiir Microsoft (NET V1.0, V1.1, V2.0) C#, VisualBasic .NET,
Mono und Boo. Damit lassen sich relativ einfach kleine Programme erstellen und ausfiihren.

using System;
namespace ggT-kgV
{

public class ggT-kgV
{
public static bool debug=false;

// Moderner euklidscher Algorithmus zur Berechnung des ggT (a,b)

public static long ggT(long a, long b)

{
a=Math.Abs (a
b=Math.Abs (b
long temp =
while (a%b!=0
{

’
’
’

)7
) ;
0;
)

temp = b;

b = a%b;

a = temp;

if (debug) Console.WriteLine(a + " " + b + " "
+ temp + " " +);

}

return b;
}
// Berechnung des kgV(a,b) mit Hilfe der Formel a*b=kgV(a,b)*ggT(a,b)
public static long kgV(long a, long b)
{
return (a*b)/ggT(a,b);
}

Hier em klelnes Be1si iel was man damit so alles anstellen kann:

Vi5|tenkarte exe Visitenkarte.zip

(Voraussetzung ist, dass das .NET Framework 2.0 oder héher von Microsoft installiert ist:
http://www.microsoft.com/downloads/details.aspx ?familyid=08 56 EACB-4362-4B0D-8EDD-

AAB15C5E04F5&displaylang=de
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8.5 J-Builder Foundation

http://www.borland.com/downloads/download jbuilder.html

Gratis Entwicklungsumgebung fiir Java mit vielen niitzlichen Funktionen zum schnelleren
erstellen von Java Applets und Java Applikationen.

N Il 9|
1
10 2
g 3
a 4
¥ 5
; ®
Uhr3.zip

8.6 Total Commander
http://www.ghisler.com/deutsch.htm

Handlicher Filemanager fiir das schnelle ,,handlen* von Dateien, suchen von Inhalten, sichern
von Verzeichnissen.

8.7 Notepad++
http://notepad-plus.sourceforge.net/de/site. htm
e Syntax Highlighting fiir:
C, C++, SQL, VisualBasic, ASP, HTML, PHP, Java und Java-Script
¢ Unterstiitzung von Unicode

e Lisst sich in Total Commander einbinden
e Makros

8.8 Gimp
http://www.gimp.org/

Gutes Grafikprogramm, dhnlich Adobe Photoshop, nur gratis (GPL).

8.9 Tiny Hexer

http://www.mirkes.de/de/freeware/tinyhex.php

Gratis Hex-Editor mit vielen Funktionen.

ml.buzzernet.com 74/75 17.09.2014


http://www.mirkes.de/de/freeware/tinyhex.php
http://www.gimp.org/
http://notepad-plus.sourceforge.net/de/site.htm
http://www.ghisler.com/deutsch.htm
http://www.borland.com/downloads/download_jbuilder.html

Script Mathematik Zusammengetragen von Marc Landolt

8.10 Pdf Creator

http://www.pdfforge.org/products/pdfcreator/

Gratis Tool zum erstellen von Adobe Acrobat Dateien, das Programm installiert sich als
Druckwer, danach kann man einfach auf diesen Drucker drucken von jedem beliebigen
Programm und erhélt danach eine PDF Datei des Gewiinschten Dokumentes.
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